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PPCM

I) Questions de cours

1. Le PPCM de deux nombres entiers relatifs est par définition (d’après les initiales)
...?

2. Signe d’un PPCM : un PPCM est toujours ...?

3. Symétrie (commutativité) : PPCM(a, b) = ...? (ordre de a et b)

4. Pour b > 0, dire que PPCM(a, b) = b équivaut à dire que ...?

5. Si m est un mutiple de a et de b, alors m est un multiple de ...?

La réciproque est-elle vraie ? Pourquoi ?
Conclusion : l’ensemble des multiples communs à a et b est exactement l’ensemble
des ...?

6. Homogénéité (factorisation) : pour k > 0, PPCM(ka, kb) = ...?

7. Calcul du PPCM à partir des facteurs premiers :
Un nombre premier figure dans la décomposition de PPCM(a, b) si et seulement si
il est présent dans a ou dans b (c’est-à-dire dans un au moins des deux nombres).
Son exposant dans PPCM(a, b) est alors ...?

Exemple : PPCM(23 × 3× 74, 32 × 52 × 73) = ...?

8. Il existe une relation entre PGCD(a, b) et PPCM(a, b) : ...? (si a > 0 et b > 0))

9. Si a et b sont premiers entre eux (avec a > 0 et b > 0), alors PPCM(a, b) = ...?

II) Exemples

1. Déterminer tous les entiers naturels non nuls b tels que PPCM(28, b) = 140
28 = 227 et 140 = 22 × 5× 7.
Le problème équivaut à dire que b doit diviser 140 mais ne doit pas diviser 28.
Donc les valeurs possibles de b sont de la forme 2α5β7γ avec
0 6 α 6 2; 1 6 β 6 1; 0 6 γ 6 1.
Il y a donc 3× 1× 2 = 6 solutions. On trouve 5, 10, 20, 35, 70, 140.

2. n est un entier naturel non nul, a = n2 + 3n, b = (2n+ 1)(n+ 3).
Déterminer PPCM(a, b).

PGCD(a, b) = (n + 3)PGCD(n, 2n + 1) (théorème). Or n et 2n + 1 sont premiers
entre eux (Bézout : 1× (2n+ 1)− 2× n = 1). Donc PGCD(a, b) = (n+ 3).

Donc PPCM(a, b) =
ab

PGCD(a, b)
= n(2n+ 1)(n+ 3)

3. Soient a et b deux entiers naturels tels que a < b.
On note d = PGCD(a, b) et m = PPCM(a, b).
Déterminer les couples (a, b) tels que 2m+ 3d = 78
a = a′d et b = b′d avec a′ et b′ premiers entre eux.
md = ab = d2a′b′ donc m = a′b′d.
2m+ 3d = 78⇔ d(2a′b′ + 3) = 78, donc d et (2a′b′ + 3) sont des diviseurs de 78.
La décomposition de 39 est 2×3×13. Or 2a′b′ + 3 est impair et 2a′b′ + 3 > 3, donc
les seules valeurs possibles pour 2a′b′ + 3 sont 13 et 39.
Avec 2a′b′ + 3 = 13 et d = 6, on obtient un couple solution (a, b) = (6, 30)
Avec 2a′b′ + 3 = 39 et d = 2, on obtient deux couples solutions pour (a, b) : (4, 18)
et (2, 36).

Exercices d’entrâınement

4. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul p, PGCD(9p+ 4, 2p− 1) = 1 ou 17.
En déduire qu’il existe un seul entier non nul p tel que PPCM(9p+ 4, 2p− 1) = 714

5. Déterminer les couples (a, b) d’entiers naturels tels que
PGCD(a, b) + PPCM(a, b) = b+ 9

6. Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a < b.
Montrer que, si PGCD(a, b) = b− a, alors il existe k unique tel que :
a = k(b− a), b = (k + 1)(b− a) et PPCM(a, b) = k(k + 1)(b− a)


