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ROC : lemme d’Euclide, ensemble des diviseurs

I) Lemme d’Euclide

Démontrer le lemme d’Euclide : Pour tout a entier relatif et b entier relatif non nul,
PGCD(a, b) = PGCD(a− kb, b) pour tout k entier relatif.
Indication : démontrer l’équivalence suivante par double implication :
Pour tout d entier relatif, dire que d divise a et b équivaut à dire que d divise a− kb et b

Soient a et k entiers relatifs quelconques et b entier relatif non nul quelconque (il faut
commencer par là puisque le théorème dit : pour tout a, b, k).
• Commençons par démontrer l’équivalence demandée :
⇒

Soit d entier relatif tel que d divise a et b (il faut commencer par là pour démontrer
l’implication de gauche à droite). Démontrons qu’alors d divise a− bk.
a−bk est une combinaison linéaire de a et de b, donc d divise a−bk d’après le théorème
de la combinaison linéaire. Donc l’implication de gauche à droite est démontrée.
⇐

Soit d entier relatif tel que d divise a−kb et b (il faut commencer par là pour démontrer
l’implication de droite à gauche). Démontrons qu’alors d divise a et b.
a est une combinaison linéaire de a − kb et de b : a = (a − kb) + kb. Donc d divise a
d’après le théorème de la combinaison linéaire.
Comme d divise aussi b par hypothèse (dans cette partie), finalement d divise a et b.
Donc l’implication de droite à gauche est démontrée.
Conclusion

On a démontré l’équivalence demandée (par double implication).
• Démontrons ensuite l’égalité des PGCD
D’après l’équivalence démontrée ci-dessus, l’ensemble E des diviseurs communs à a et à
b est exactement l’ensemble F des diviseurs communs à a−kb et b. En effet, l’implication
précédente de gauche à droite prouve E ⊂ F et l’implication de droite à gauche prouve
F ⊂ E. Donc finalement E = F .
Donc le plus grand diviseur commun est le même dans les deux cas (c’est le plus grand
élément de E, c’est-à-dire aussi de F ), donc PGCD(a, b) = PGCD(a − kb, b), ce qui
démontre le théorème.
Pourquoi faut-il supposer b non nul ?
Parce qu’un PGCD n’est défini que si au moins un des deux nombres n’est pas nul
(PGCD(0, 0) n’est pas défini car tout nombre divise 0). Donc en supposant b non nul,

on est sûr que PGCD(a, b) et PGCD(a − kb, b) sont toujours définis. On aurait pu
supposer : a/=0 et a non divisible par b, mais c’est moins simple.

II) Ensemble des diviseurs communs

En utilisant l’équivalence démontrée dans la question précédente et l’algorithme d’Euclide,
démontrer que tout diviseur commun à a et b est un diviseur de PGCD(a, b).
• Résumé de l’idée sur un exemple, pour comprendre : Soit a = 240 et b = 36.
240 = 36 × 6 + 24, donc les diviseurs communs à 240 et 36 sont les mêmes que les
diviseurs communs à 36 et 24.
36 = 24×1+12, donc les diviseurs communs à 36 et 24 sont les mêmes que les diviseurs
communs à 24 et 12. Il s’agit des diviseurs de 12 puisque 12 divise 24.
Conclusion : l’ensemble des diviseurs communs à 240 et 36 est l’ensemble des diviseurs
de 12, qui est le PGCD de 240 et 36.
• Démonstration générale : Chaque étape de l’algorithme Euclide consiste en une divi-
sion euclidienne d’un nombre m par un nombre n, avec un quotient q et un reste r :
m = nq + r. Dans une telle étape, on démontre d’après l’équivalence de la question
précédente que l’ensemble des diviseurs communs à m et à n est égal à l’ensemble des
diviseurs communs à n et à r (car r = m − nq). Puis on continue l’étape d’après en
remplaçant le couple (m, n) par le couple (n, r).
L’algorithme d’Euclide construit donc ainsi une suite de couples, le premier étant le
couple (a, b) et le dernier étant (d, 0), avec d = PGCD(a, b).
Les deux nombres du couple d’une étape ont même ensemble de diviseurs communs que
les deux nombres du couple de l’étape suivante. Donc, de proche en proche (c’est en fait
un raisonnement par récurrence, mais une récurrence finie), a et b ont même ensemble
de diviseurs communs que d et 0. Or l’ensemble des diviseurs communs à d et 0 est
l’ensemble des diviseurs de d (puisque d divise 0 : 0 = 0× d).
La conclusion est donc : l’ensemble des diviseurs communs à a et à b est l’ensemble des
diviseurs de d, c’est-à-dire de PGCD(a, b).
Donc, si x est un diviseur commun à a et à b, alors x est un diviseur de PGCD(a, b) .
La réciproque est vraie aussi du fait de l’égalité des ensembles, mais elle était quasiment
évidente à cause de la transitivité de la divisibilité : si x divise d, alors il divise a et b
puisque d divise a et b).


