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Exemples : similitudes directes

Exercices

Soit ABC' un triangle rectangle en A, direct. Soit H le projeté orthogonal de A sur
(BCO) et K le symétrique de H par rapport a (AB). Démontrez qu'il existe une simi-
litude directe transformant (A4, K, B) en (C, A, B) (dans cet ordre).

Remarque : ’énoncé demande de démontrer une existence, il ne demande pas for-
cément de déterminer exactement la similitude.

Les triangles ABC' et ABH ont des angles géométriques égaux (angle en B commun,
et angles droits en H et en A). Mais ses angles orientés sont les opposés de ceux
de ABC puisque ABC est direct alors que HBA est indirect.

Par symétrie, le triangle H BA est transformé en K BA, qui a donc les mémes angles
géométriques que H BA, mais des angles orientés opposés. Donc finalement K BA
a les mémes angles orientés que ABC'. Donc les deux triangles sont directement

semblables.

. , s 3 BC  BA o
On sait qu’alors les rapports des cotés sont égaux : BA-BER - k (propriété des
triangles semblables). Il existe donc un angle orienté constant 6 et un rapport k
constant tel que

BC = kBA et BA = kBK, et (Efx, B’(}) - (Ef(, Ei) — ¢

Donc la similitude directe de centre B, de rapport k et d’angle 6 transforme bien
(A,K,B) en (C, A, B)

2. Soit ¢ la translation de vecteur @ d'affixe 1 +i et r la rotation de centre O et d'angle

T . . .
1 Déterminer la forme réduite de la transformation f =tor.

Le dessin montre la construction avec My = r(M) et M’ = t(My).
La formule de t o r est f(z) = e"™/*2 +1 + 1.

On calcule le point invariant en résolvant f(z) = z.

2

f est la composée de deux similitudes directes, donc c’est une similitude directe.
Elle a un point invariant unique, donc ce n’est pas une translation. Elle a un rapport

2 2
On trouve un point invariant unique  d’affixe w = —g +1 (1 + f)

)

égal a 1 (produit des rapports 1 x 1) et un angle % (somme des angles 0+ g), donc
c’est la rotation de centre Q2 et d’angle Z

On vérifie que f peut se mettre sous la forme : f(2) = e™/4(z — w) + w.

T
C’est bien la formule d’une rotation de centre €2 et d’angle 1 ce qui est vérifié sur
la figure.
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. Soit une droite d et un point O n'appartenant pas a d. On considére les triangles OAB

directs rectangles en A et isocéles dont le sommet A de I'angle droit est un point
variable de d .
Déterminer le lieu géométrique des points B lorsque A décrit la droite d.

Le point B est 'image de A par la similitude directe s de centre O, de rapport /2
7r
et d’angle 1 (d’aprés les propriétés d'un triangle rectangle isocéle).
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Comme le point A décrit la droite d, le point B décrit la droite image de d par s.
T

On sait d’aprés un théoréme que c’est une droite d’ faisant un angle de 1 avec d.

Comment construire précisément d’ ? Il suffit de déterminer le transformé d’un point

particulier, par exemple du point H projeté orthogonal de O sur d. On construit
donc OH H’ isocéle rectangle en H, direct. Il suffit ensuite de tracer la transformée

de d par la rotation de centre H' et d’angle %

0
/W
A A

. Soit un triangle ABC équilatéral direct de centre O. Soient I, J, K les milieux respectifs
de [BC], [CA] et [AB]. Quels sont les éléments géométriques de la similitude directe
qui transforme Ben I et O en J?

Remarque : puisque B # O et I # J, un théoréme du cours permet d’affirmer qu’il
existe une similitude directe et une seule qui transforme B en I et O en J .

J 3
B0~ T % En effet, si le coté du triangle est a,
1J = g (Thales, droite des milieux) et

V3
X —a
2

Son rapport est

BO = (la hauteur BJ vaut ?a et O est aux deux-tiers de [BJ]).

Wl N

A

L’angle de la similitude est (B—O),I_)) = (B—O>,ﬂ> = (—j, B—A) =

trice).

(bissec-

e

e Recherche du centre

Pour trouver le centre 2, il est maintenant utile de visualiser la forme du triangle
de similitude QM M’ :

M/

Q M

Il faut reconnaitre ce genre de triangle : c’est un classique demi-triangle équilatéral,

R T 3 T
a cause de son angle s et de son rapport - = cos (6)

s
C’est un triangle rectangle en M’, et 'angle en M vaut 3 Tout cela peut se

démontrer avec les complexes : prouver par exemple que w —m’ = —i\/3(m —m’).

Il faut maintenant chercher sur la figure un triangle de cette forme avec M = B et
M’ =TI et un autre avec M = O et M’ = J. D’aprés la forme du triangle,  doit
étre sur la perpendiculaire en I & (BI) , et aussi sur la demi-droite image de [BC)

T
par la rotation de centre B et d’angle —, c’est-a-dire la demi-droite [BA). Donc le
centre semble bien étre le point A (on ne ’a pas vraiment démontré).
e Rédaction
La démonstration consiste seulement a vérifier que le point A satisfait les conditions
Al AJ V3 — — — — T
d’une similitude : a-t-on — = — = — et (AB, AI) = (AO, AJ) ==7
AB AO 2 6
Oui a cause des propriétés d’un triangle équilatéral (longueur de la hauteur, position
du centre, bissectrices).

3 T
Donc la réponse est : | centre A, rapport 5 angle 5

Autre méthode : nombres complexes

La similitude cherchée a pour formule 2z’ = az + . En écrivant les conditions, on
trouve « et § en résolvant un systéme de deux équations. On trouve :

2] — 21 .
= ——— puis f =25 —azp.
ZB — 20

On peut ensuite tout exprimer en fonction de deux affixes seulement, z4 et zp par
exemple. On peut méme choisir une des affixes z4 = 0 (choix adapté puisqu’on
conjecture que le centre est A).

iw/3

1 1 1
cc = ¢ 2By 20 = 5\#B T 2C); 21 = 5\ZB T 2C), 2] = F*C-
S(n +20), 21 = 5(ep + 20), 20 = 5
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On vérifie alors que A est bien invariant : § = 0, on calcule |a| = ? et arg(a) = %
En fait a = Z + i?, donc la similitude s’écrit 2’ = (i + z{f) z (c’est celle du

controle commun de janvier 2009).

5. Soit A d’affixe 2 + i. Pour tout M, on effectue la construction suivante : OM M, est
rectangle en M, isocéle direct, M O AM> est un parallélogramme, OM' = OM;+OMs.
Démontrer que la transformation M +— M’ est une similitude et déterminer ses élé-
ments géométriques.

Solution : on peut démontrer que la formule est 2z’ = (2 + i)z + 2 + 4, le centre a

3 1 2
pour affixe w = ~5 + —i, le rapport est v/5 et I'angle est 6 avec cos(f) = —= et

2 V5

1
sin(f) = —= ( 6 ~ 0,464 rad).
V5
M’ My
A
N
M, 5

IT) Probléme : triangles isocéles rectangles, milieux,
alignement
Soit OAB un triangle isocéle (OA = OB). On construit les triangles isocéles rectangles

directs OAC' (rectangle en A) et OBD (rectangle en B).
On appelle I le milieu de [AB] et J le milieu de [C'D]

NV

1. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme A en C. Quel est son angle et
quel est son rapport ?

—_— T
Angle : (OA,OC) = 7 Rapport :

()A:‘/é

2. Démontrer que la formule complexe de s est : 2/ = (1 +i)z.
En déduire que, pour tout M, OMM’ est toujours isocéle rectangle direct (M’ =
s(M))
La formule est 2/ — w = ke (z — w), soit 2/ — 0 = 2™/ (z —=0) = --- = (1 +1)z
D’aprés la figure (avec M = A et M’ = C) le triangle serait rectangle en M.
il faut prouver 0 — z = (2’ — z) (rotation de centre M transformant M’ en O).

2

2 —z=(141i)z—2z=1iz,donc i(z — z) = i*z = —2z, ce qui est bien ce qu’'on veut.

3. Quelles sont les images par s de B et de I (expliquer)?
En déduire que A, I et J sont alignés.

s(B) = D car OBD est isocéle rectangle direct en B, et d’autre part s(I) = J, car
une similitude conserve le concept de milieu (s transforme [AB] en [C'D], donc le
milieu [ en le milieu J).

On va montrer que (AB) et (I.J) sont toutes deux perpendiculaires & (OI) :

(OI) L (AB) car [OI] est médiane dans OAB isocéle, donc aussi hauteur.

(OI) L (IJ) puisque J est 'image de I par s, donc OI.J est isocéle rectangle en I.
Donc (AB) et (IJ) sont paralléles, et donc confondues puisque I € (AB).

IIT) Probléme : triangle équilatéral, similitude réci-

proque, cercle
On appelle A le point d'affixe —1 et C' le point d’affixe 1.
Soit E le point tel que AC'E soit un triangle équilatéral direct (on pourra calculer I'affixe

de E mais ce n'est pas indispensable).

E

A 0 c

. . - : - 34+iv3 1—1iv3
1. Soit o (sigma) la similitude directe définie par z — 2’ = +4L\[z + i\[
Déterminer les éléments géométriques qui définissent o

3+iv3 V3

Le rapport est k = |a| = 1 =

2
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, . Tq 3 .
L’angle est arg(a) avec pour cosinus — - = — et pour sinus

] =.. 5
Ya 1 s A s
al = =3 Donc l'angle de la similitude est arg(a) = s
a
b
Le centre est le point invariant : w = T =...=1. C’st donc C.
—a

. Montrer que I'image E’ de E par o est le milieu de [AE]. (on pourra montrer que

I'affixe de E’ est ﬂ

Montrer que E’ est sur le cercle trigonométrique (centre O, rayon 1).

mais ce n'est pas indispensable)
E

YAN
AN

A c

Dans le triangle équilatéral AEC, [CE’] est médiane et donc bissectrice, donc

E’ ﬂ)i\/g

(CTE) (7}5') =" De plus [CE'] est une hauteur donc ¢ = cos ( —
’ 6 CE 6 2

Donc E' = ¢(E) (les conditions avec centre, rapport et angle sont vérifiées).

1
OF' = §C’E (Thalés), donc OF’ = 1, donc E’ est sur le cercle trigonométrique.

. Soit B un point quelconque du cercle trigonométrique. On appelle M I'image de B par
la similitude réciproque de o (on appelle s cette réciproque).

Le but de cette question est de déterminer I'ensemble I" (Gamma) des points M lorsque
B parcourt le cercle trigonométrique.

A
AR\

/

A

&

a) Démontrer que le point E appartient a I'ensemble T’

o(E) = FE’, donc s(E') = E. Or E est sur le cercle : c’est une position
particuliére du point B, donc F appartient & I.

b) Soit O’ I'image de O par s. Démontrer que O’ est le centre de gravité de ACE

AN
/1
AC

Soit G le centre de gravité. G est aux deux-tiers de la médiane [CE’'] et la

V3

longueur de la médiane est CE' = TAC =/3.
2 2
Donc % =3 x V3= ﬁ C’est bien le rapport de s.

— T
D’autre part (C’O, C’G) =-% C’est bien ’angle de s.

Donc G est bien égal a s(O) = O’ (les conditions avec centre, rapport et angle
sont vérifiées).
V3

On pouvait aussi calculer les affixes : F(v/3i), 0’ (32) VB <

—1+/3i
2

c) En déduire I'ensemble T'. Par quels points particuliers de la figure passe-t-il 7

L’image du cercle de centre O et de rayon 1 par la similtude s est le cercle de

V3’
D’aprés la question 3.a, ce cercle passe par E, et comme le triangle AEC' est
équilatéral avec O’ comme centre de gravité, il passe aussi par A et C.

centre s(O) = O’ et de rayon 1 X



